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e Correctlon d’errtrople peur dee echemes rrumerrques
o approchamt urI eyereme hyper hohque

Kamel KHALFALLAH et Alam LERAT

-;Igesume —= Pour une forme tres generale de schemas aux dlfferences ccnservatlfs exphcnes ou
U :istationnaire. Cétte” correction’ preserve la prétision du-second- ordre, -ne modifie” pas le domaine de
ablhte lmealre et -pourt un schema a tr01s pomts est la moms dlSSlpathC possrble _

n umerrcal schemee apprommarmg a hyperbohc system

— Fo: a very gener al form of conservatme dszer ence schemes whrch are cxphczt or implicit, .
centred or noncentred we ¢onstruct a correction rnakmg the . scheme- entrop:c at steady state. This
- COETECLion Preserves. Second-order accuracy;:does not not: modlfy the lmear stabzhty domam and, for a -
thrce pcmts scheme, zt zs as lzttle d:ssrpatwc as- poss:ble : s S

unphcrtes centrés: ou decentres on consituit une correction rendant ]e schéma - entroplque aPétat

Abridged Errg!rsk Verswn '— We consuier weak solutlon of the hyperbohc system of S

e ."!.';.-':‘_-'.conservatlon Taws (2. l) whrch satlsfy.‘ an “entropy 111\<~‘:_que11t3,r (2 3) Fo_ \';}computmg these.:: |

o ;-“_"‘.solutzrons “We: mtrodl.rce twe—level consh rvative schemes.j:(2;4) (2 5) thch are esrphcrt or hnear1y3 R

S ';"':Ei_fmlphCIt ‘the* exphcrt part of the _numerical flux ke’.i(lijz) bemg of the form (2 6) and thusf i

o --"-"‘5'_-,;-f_-,.ij-f"characterlzed by some matrrx QJ+(1 fz)'-‘f._i;“‘ "

S _schemes are used 'only to reach 2. Steady;State

DEFINITION. |

,'1.__ _Havmg i mmd aerodyn,_mxc apphcatlohs we. restrlct our attentlon to the «case Where the _.' L

;:}Tke sc/zemc (2 4) (2 5) is sczd to bc entropzc cr stecdy—stctc if the sofunons
w cf (4 1) scmjj/ tkc dzscretc mtropy mequclzty (4 2) wkerc (I) +(1/2) zs a numcrzm[ entro py

el B—pomtsckcm ':_._-.rtlze critcmm (3 5) lzolds zpkcrc tkc components af v cre the emrapy ucrmble.c}-_nj;

and- Qg+(1/2) 5. ‘c Marrix- def ned bJ’ (3 6) (3'8)' o

Then for 4. scheme WhIch dogs not: ‘satisfy G. 5) We. construct an: entropy ‘correction suchf R

= j},r;_:(4 7) and We-‘pI‘OVe

- i THEOREM 2 S Tke correctzcﬂ (a} S dtﬂf Tes (4 4-) cnd (4 5) 1 e zt does ﬂoz‘ operate wlzere B

G fﬂm‘ necessary end tkc corvected. scizcme sctzsf' ies (3 5). . |

B R (b) Docs not- mcrca,se the rzumbcr cf pomts meolced in thc schcmc

N T Ts dzsszpctwe 4+ ,2)_0) . o L
R (d) Is the: lccst dzsszpctzvc correcz‘mﬁ cf the ﬁ;rm (4 3) (4 6) sctzsﬁrmg (3 5)

o ,:i,-__‘that the corrected scheme 1S assocrated mth . matrrx Q_J-l-(uz) deﬁned by (4 3), (4.6) and-,._,-,;

For a. 3-—pomt scheme At follows that the proposed correction is. the least dissipative one.____* '.
: 'f’-‘;r‘_"_"_for Wthh the corrected scheme 1s entreplc at steady-statc Furthermore, e prove that tlle:-fi;fj'-- S

scheme
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8 5'-.'-"7'correct10n preserves the second—order accuracy and also the stabﬂrty domam of the original =
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The correction has been successfully applied to fluid dynamic problems. After generali-
zing the correction to the case of several space-dimensions, we have used it for computing
hypersonic flows with a centred implicit method.

1. INTRODUCTION, — La caractérisation et la recherche de schémas numériques entropi-
ques pour l’apprommatmn d’un- systétme hyperbolique de lois de conservation a fait
Pobjet de divers travaux ([1]-[6] par exemple). Dans ces travaux, la difficulté est de
concilier la satisfaction d’une forme discrete d’inegalité d’entropie et une précision d’ ordrc
supérieur 4 un. A cet. egard Pétude récente de Tadmor [6], pour des schémas semi-
~ discrets, ouvre des perspectives intéressantes. Cette étude conduit en effet & un cr1tere_
d’entropie qui, en théorie, n’exclut pas une précision d’ordre deux et qui est lié assez
directement a la vxscos1te interne du schéma. Partant d’une forme trés générale de schémas
complétement discrets, on se propose ici de construire et d’analyser une correction
d’entropie inspirée du critére de Tadmor et destinée a I’appromatlon des problemes
stationnaires par une methode instationnaire.

2. PRESENTATION DU PROBLEME EXACT ET DES SCHEMAS NUMERIQUES. — Soient & un ouvert

convexe de R™ et f une. fonction tres reguhere de Q dans R™. On cons1dere le systéme de
m lois de conservation.:

(2.1) ow + 9 w)

f - A ._
ot w(x, t)e. Ce systéme est de type hyperbolique, Cest-a-dire que la matrice jacobienne
A (w)=df (w)/dw a toutes ses valeurs propres réelles et est dlagonahsable On suppose:
Pexistence d’un couple .d’entropie (B, F) constitué de deux fonctlons reguheres de Q dans'

R, Pentropie E étant strictement convexe et le flux d’entropie F ver1f1ant la condition de
comptablhte

(2.2) (EIE)L(‘{—E)TA
: aw dw

ol les gradients de E et F par rapport 2 w sont représentés par des matrices-colonne et
T désigne un symbole de transposition.

Afin d’¢liminer les -solutions non physiques, on recherche les solutions faibles du
systeme (2 1) satisfaisant, au sens des distributions, I'inégalité d’entrople
J0E (w) oF (w)

ot 0x

=0, xéﬂ"\?,lt>0.

(2.3)

On approche le systeme (2.1) par des schémas aux différences conservatifs, exphcrces
ou linéairement implicites, & deux niveaux de temps : '

(2.4) ij+G(hj+(1/2)_hj+(1/2))=O
avec un flux numérique :
31

2.3 hJ+(1/z)—“h1+(1/z)+ 2 (H)jramAwiy,

p=-J1+1

dont la partie explicite h$¥F; ,, et les coefficients matriciels (H »)j+(1/2) Be dépendent que
des wyyp, I=—J+1,..., Jet de o, on

wj=w;3, Aw;=wiTt—w] et o=At/Ax,
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w j desan ffoluuon numérique en =) Ax et 1=nAr.

.:7 _1 - Sl ,_’_:_:_3?
n h_?i(llfz)”(lif )J+(1/2) '2—“Q1+(1/2) (6W);+(1/2) _

"f—i.‘_’,.l.;':-f%'l(mll);+(1/2}—' (‘l! +‘!{;+ 1) (5\|f);+(1/2);-‘j’};1-: _I \ij

- '-'-’E--,_.Premsons que presque tous les schemas ut111ses it prathue SatleGm I’hyp othese (2. 6)

:"::',"'-:""-(Vhscrete de la forme_

. _.:_i.f\:;--(2 7) o /-'\E +G @J +(1;2)_® (1/2)) O

SRER ‘;.k_i:f‘_.-ﬂux-_d’_entrople eXaCt

Sl L Lintérét d’un schema conservatlf et entropxque est que s1 ce schema cenverge presque-.
’e’.-_];.’partout €n. restant unlforme_ment borne Iorsque &x et At tendent Vers. zEro avec o= Cte T

alo IS ;‘-‘11'-' converge_____{_;ers une : T__olutlon falble de (2 1) verlflant l’megahte d’entrople (2.3). "

-‘:-.;'-_".752011 AE E(w” 1) E(Wﬂ) et fI) i (1 /2) est un ﬂUX d’entropm numerlque con31stant avec le

-~ -Le schema (2 4) BSt dlt entrop1que [1] SI Ses Sol‘lltlons satlsfont une megahte d’entrople"'_-.'?"

L 3 CRITERE DENTROPIF DE T ADMOR POUR LES SCI—IEMAS SEMI—DISCRETS — Introdmsons leS_1
K vanables entropiques »_" ‘quz sont deﬁmes comme les elements de la matrlce colonne.‘f__ S AR

La correctlon d’entrop1e que nous proposons est 1nsp1ree d’un cntere trouvé par_' -

SERRn _‘__'Tadmor [6] pour des schemas conservatlfs serm—dlscrets

R R B AT 1 R S
LR R e (”‘Mz’ - ”’”) o

- "_:__',_,._OU h i@z § 1dent1f1e a he’i(ll 12 €t demgnant ici par w;=W; (t) la solutlon approchée en:.‘_.' San
R oy £ Ax et au temps t; Dans 1la. def1n1t10n de o, At dev1ent un pas de temps fictaf mtrodultl
T 'seulement pour prescrver l’hemogenelte des formules (Q reste sans dxmensmn) S
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Le crltere de Tadmor peut s énoncer sous diverses formes La forme' la mieux adaptee
a notre étude est la suivante : -Une- condition suffisante (et nécessaire pour les schémas a

trois points) pour qu’une Solutzon w; de (3.3) satisfasse une megahte d’entropte semi- dzscrete :
“de la forme |

4.1 : |

G4 &;Ej—l' A—x(@ﬁ(m)‘“ Q; ) =0
est - | o | R
(3.5) | _ (81’ QSW)J+(1/2)—(SU Q 8W)J+(1/2)
ot v;=v{(w;) et Qf, 12) ‘est une matrrce définie par :
(3.6) . - _ +(1/2)_Qj+(1/2) Si+a/2) ‘ -
(3-7) L J+(1/2)_‘ J (25 I)A[(l F;)U +§U;+1]d‘t:
(3f48) S | o Sj+(1/2)=_f S.[(l—--?';) vj+§,vj+‘1]d‘:'

- . o | 0 |

Remarque — La malrlce c ! Q est appelée « matnce de wscomte numenque » par-

Tadmor Pour un schema sezm-dzscret cette matrice caracteﬂse effectwement la Vlscosne 5_
interne de l’approxuna’uon Pour le schéma complet (2. 4) 11 n’en. est pas de méme car- 11',_ .
faut tenir compte de Ia dlscretisaﬁon temporelle

4 CONSTRUCTION DE LA CORRECTION D’EN'I‘ROPIE — On con31dere mamtenant la resolu—
tion numérique d’un prob]eme stationnaire par une méthode mstauonnaire e ‘est-a-dire
que le schéma (2. 4) est utjlisé ici comme une méthode itérative _pour determmer une
solution stationnaire du systeme (2 1) Cette situation est particuhcrement frequente en
Aerodynamlque

A l’etat stat10nna1re le schema (2. 4) et l’megahte d’entrop1e dlscrete (2 7) se redu1sent

1.

i ; -
(4.1 - - h¥ 2 —HEE T 2y =0
(4.2) | D 12— 94— (1/2)<0

DEFINITION. — Le schéma (2.4)-(2.5) sera dit « entropique a Tétat stationnaire » si les
solutions w; de (4.1) satzsfont une inégalité de la forme (4.2). |
En ut111sant le travail de Tadmor, on obtient immédiatement Ie resultat suivant :

THEOREME 1. — Le schéma (2.4)-(2.6) est entropique a I'état Statwnnazre si (et Seulement
si pour un schéma a trois.points) le critére de Tadmor (3. 5) est satisfait,

Partant d’un schema {(2.4)-(2.6) non nécessairement entropique; on. se propose de
constrmre un schéma corrige, entropique a ’état stationnaire, associé a la matrice :

(4.3) | Qi+ w2=0Q+a2yt Qras
ou la matrice de correction Q. 4y, est telle que :

(4.4) . Q+apy=0, jez

(4.5) o Qj+(1/z)._Qj=+(1/2) dj+1/2) jé¢t

oll g==5u0T Qdw, g* =" Q* dw et ¢°= SUT Qdw, 1 de&gnant l’ensemb]e des points j ol
4+ 2y~ di+ 2 =0. | | -

Les conditions (4.4) et (4. 5) expriment que la correctlon n ag1t pas ou elle n’est pas
necessaire et, 1a ot elle: aglt elle assure la satisfaction du critére de Tadmor (3.5).
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’w*":":-,i?..ffalre -mtervemr exphcltement dans la correetlon Par eentre 011 peut calculer q

LEMME

-~ L f11+(1/2)—2‘5_[5F” 2(HUT) 5f]3+(1j2) o o
& C 3 ,lemme res,,_ite_ de (3 6) {3 8) aprés ‘une: mtegratlon par partles‘et l’utlllsatmn de la;'ff_ y
_;-'_,,'relatlon Suwante dedulte de la cond1t1on de compatlblhte (3 2) SRR S

e_"'matrlce de eorreetmn adequa.te peut etre trouvee sous la f orme sunple :

-\:_;;I;Sf):t p BUT Sw La co;'f éctzon (4 -3) avec la matrzce '(4 6) et

e 0, . PJ+(1/2)"'0
)= max(%ﬂl/z) qﬁ(l/z” 0) smoﬁ
\ P;+{1/2) -

(a) Vergf‘e (44) et (45) : L
(b) N augmen"'-_{ pas. le nombre de pomts du. schema

(c),_'E'st de: natur'e dzsszpatwe e est-a—dzre cxﬁ(m)_.() AR R
GoE (d) Est ld moms dlsszpatwe des correctwns de la forme (4 3) (4 6) assumnt la satzsfactwn{"}:_-_ -
B du crltere de Tadmor o AR B L T

Demonstrauon = D’apres la deflmtlon de S et {3 8) on apJHm)m(Bw S SW)J+(1/2) : | |

e (a) Sl jeT; 11 est ‘clair: que +(1/2).,_0 de sorte que (4 4) ‘est vral S jér, on{"
lff_-:f:i}}necessalrement (Sw)ﬁ(i,z)#() :Coming: S.:+(1/2) est def:me posrtlve ‘on:en déduit que}’_fﬁf_'}f'-'_'" ~1;"
. '3551:-'?3L.P3+<112)¢0 ot donic g 15 = o J+(1/2)Pa;f = T~ Qi e qui vérifie (4.5).
(b)-f La propnete resulte du falt que p»’-';-gl /2) et qj,_}.(1 ,2) ne dependent que des états W; _et

-,-; J+1_ e S AR
' (c) La matnce S +(1,2) etant posmve en a pﬁ(m)zo et par su1te oz +(1/2)_O

-_;\Dans le eas general on ne S&lt pas calculer la matrlee Q* de sorte qu on ne peut laf" S

(d) EH effet SOlt +(1;2)< +(1/2) POW‘J¢T On a +(1/2)P;+(1_/2)<%+(1/2) q}+(112)= ce R

- ':_:, S qu1 montre que le sehema assome a la matnce Q +(1 ,2)+05J+(1 /2) I:--i-ne satlsfarc pas le crltereffj_-_;"-‘
de Tadmor Vi SRR O S ERE L

S COROLLAIRE = Pour Ies Schemas a tmts pomts la correctton (4 3), (4. 6) (4.7) est Ia-i_f':_:”
o _fmoms dzsssgpatwe des correctzons de la forme (4 3) (4 6) quz rendent le schema entropzque a R
L l’etat statzonnatre B R A Goalnon T SR e o
5 PROPRIETES BT APPLICATION DE 1A CORRECTION D’ ENTROPIE = On a. demontre que la :

correctlon d’entrople (4 3) (4 6) et. (4 7) possede les proprletes su1va,11tes j
T PR@POSITION 1 —Si le Schema de base est precas au second ordre en espace et en temps,i; TR

zl en est de méme. du Schema corr;ge o | _- SRS _’ Co S

S PROPOSITION 2 “ Si le schema de base est Imeazrement stable dans L et fournit une
o ,--soluaon smtzonnazre entroplque exacte, alors la correction est mopercmte a l’etat statronnalrei;; o

‘(elle preserue done la Solutzon exacte) | f EEERSEEE RS S
S PRGPOSITION 3 - Le domame de stabzhte lmeazre du schema corr:ge est celm du schema'ﬁ_-'fi"" o
S "de base e ' s Lo o -
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La correction d entrople decnte dans cette Note a eté apphquee a des problemes
~ stationnaires de Mecamque des ﬂuldes eompres31bles en prenant commig schéma de base;

le schéma 1mphe1te centré proposé dans [7], qui n’est pas entroplque En partant d’un

ecoulement umdlmensmnnel stationnaire constttue d’un choc, d’une dlSCOIltlIllllte de

détente (non phy51que) et d’un autre choc, le schéma corrigé condult a une solutlon

statlonnaire entroplque qui se trouve étre la- solutlon exacte. {une. seule dlscontmulte de -

type choc sans structure numerlque) R - .
La correction d’entropie a été étendue au cas multldlmensmnnel pour tra1ter des

problémes d’Aetodynamlque hypersomque Rappelens que le schéma implicite de: base, |

avait été appliqué avec succes a des problémes transsoniques stationnaires sans Tecours A

une Vviscosite artlflclelle ou ‘un -décentrement [8]. Toutefois, sa robustesse s’est revelee,
-msuffisante pour calculer sans correction des ecoulements dont le nombre de. Mach est

superleur a 3 ou 4. Cette difficulté a été surmontée & T’aide de la presente correction

d’entropie. Des eeoulements a grand nombre de Mach autour d’un corps emoussé ont

u - amSI tre calculés: avec des chocs intenses dont l’etalement numerl ue n excede as
q

" une a deux maﬂles

Note remlse le 19 decembre 1988 acceptee le 31 janvier 1989,
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