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Méthdes numériques appliquées à la mécanique/ Computitional Mechnics

Gorrectitwi d'entropie pour des schémas numériques

Kamel KHALFALLAHet Alain LERAT

Résumé— Pour une forme très générale de schémas aux différences, conservatifs, explicites ouimplicites, centrés ou décentrés, on construit une correction rendantle schéma entropique à l'état
stationnaire, Cette correction préserve la précision du second ordre, ne modifie pas le domaine de

stabilité linéaireet, pour un schéma à trois ppmts, est la moins dissipative possible.
Entropy correction for numerical schemes approximating a hyperbolic system

Abstract—Fora very generalform of conservativedifferenceschemeswhich are explicit or implicit,
centred ornoncentred, we construct a correction making the scheme entropic ai steady state. This
correctionpreservessecond-order accuracy,doesnot not midify the linear stability domain and, for athreepoints scheme, it is aslittle dissipative as possible.

Abridged English Version
—

We consider weak solutions of the hyperbolic System of
conservation laws (2.1) which satisfy an entropy inequality (2.3). For Computing thesë;

solutions, we introduce two-levelconservativeschemes (2.4)-(2.5) which are explicit or linearly
implicit, the explicit part of the numerical flux hexplj+(1/2) being of the form (2.6) and thus
characterized by some matxix Qj + (1/2)

Having in mind aerodynamic applications, we restrict our attention to the case where thé
schemes are used only to reach a steady-state.

DEFINTITIONT. — The scheme (2.4)-(2.5) is said to be "entropie at steady-state" if the solutions

Wj of (4.1) satisfy the discrète enlropy inequality (4.2) where ^j +
(1/2) is at numerical entropy

flux.
By using the work of Tadmor [6] on semi-discrète schemes, we have:

THEOREM 1. — The scheme (2.4)-(2.6) is entropie at steady-state if (and only if for a
3-poinl scheme) the criterion (3.5) holds, where the components of v are the enlropy variables

and Qj
+(1/2) is a matrix defined by (3.6)-(3.8).

Then for a scheme which does not satisfy (3.5), we construct an entropy correction suçh
that the corrected scheme is associated with a matrix (Qj + 1/2) defined by (4.3), (4.6) and
(4.7) and we prove:

THEOREM 2. — The correction (a) Satisfies (4.4) and (4.5), i. e. it does not operate where

not necessary and the corrected scheme satisfies (3.5).
(b) Does not increase the number of points involved in the scheme.

(c) Is dissipative (&j
+

(1/2) » 0).
(d) Is the least dissipative correction of the form (4.3), (4.6) satisfying (3.5).
For a 3-point scheme, it follows that the proposed correction is the least dissipative one

for which the corrected scheme is entropie at steady-state. Furthermore, we prove that the
correction préserves the second-order accuracy and also the stability domain of the original
scheme.

Note présentée par Paul GERMAIN.
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The correction has been successfully applied to fluid dynamic problems. After generali-
zing the correction to the case of several space-dimensions,we have used it for Computing
hypersonic flows with a centred implicit method.

1. INTRODUCTION. — La caractérisation et la recherchede schémas numériques entropi-
ques pour l'approximation d'un système hyperbolique de lois de conservation a fait '
l'objet de divers travaux ([l]-[6] par exemple). Dans ces travaux, la difficulté est de
concilier la satisfaction d'une forme discrète d'inégalité d'entropieet une précision d'ordre
supérieur à un. A cet égard, l'étude récente de Tadmor [6], pour des schémas semi-
discrets, ouvre des perspectives intéressantes. Cette étude conduit en effet à un critère
d'entropie qui, en théorie, n'exclut pas une précision d'ordre deux et qui est lié assez
directementà la viscosité interne du schéma. Partant d'une forme très généralede schémas
complètement discrets, on se propose ici de construire et d'analyser une correction
d'entropie inspirée du critère de Tadmor et destinée à l'approximation des problèmes
stationnaires par une méthode instationnaire.

2. PRÉSENTATION DU PROBLÈMEEXACTET DES SCHÉMAS NUMÉRIQUES. —
Soient O un ouvert

convexe de Rm et fune fonction très régulière de O dans Rm. On considère le système de
m lois de conservation :

(2.1)

où w(x, t)eQ.. Ce système est de type hyperbolique, c'est-à-dire que la matrice jacobienne
A(w) = df (w)/dw a toutes ses valeurs propres réelles et est diagonalisable. On suppose
l'existenced'un couple d'entropie (E, F) constitué de deux fonctions régulièresde Q dans
R, l'entropie E étant strictement convexe et le flux d'entropie F vérifiant la condition de
comptabilité :

(2.2)

où les gradients de E et F par rapport à w sont représentés par des matrices-colonne et
T désigne un symbole de transposition.

Afin d'éliminer les solutions non physiques, on recherche les solutions faibles du
système (2.1) satisfaisant, au sens des distributions, l'inégalité d'entropie :

(2.3)

On approche le système (2.1) par des schémas aux différences consêrvatifs, explicites
ou linéairement implicites, à deux niveaux de temps :

(2.4)

avec un flux numérique :

(2.5)

dont la partie explicitehexpl j+(1/2) et les coefficients matriciels (Hp)j+(1/2) ne dépendent que
des W j+h l = —J + 1,

. . ., J et de a, où
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wnj désignant la solution numérique en x —jAx et t = n At.

La partie explicite du schéma (2.4) est supposée être de la forme :

(2.6)

où fj =f (wJ), Qj +
(1/2) est une matrice m x m :

µ et S sont les opérateursde moyenne et de différence spatiales définis par :

Précisons que presque tous les schémas utilisés en pratique satisfont l'hypothèse (2.6).
;

Le schéma (2.4) est dit entropique [1] si ses solutions satisfontune inégalité d'entropie
discrète de la forme :

(2.7)

où AE/=E(w"+1)
— E(w") et <^j+ill2) est un flux d'entropie numérique consistant avec le

flux d'entropie exact.
L'intérêt d'un schéma conservatif et entropique est que si ce schéma converge presque

partout, en restant uniformément borné, lorsque Ax et At tendent vers zéro avec a =Ctê,.
alors il converge vers une solution faible de (2.1) vérifiant l'inégalité d'entropie (2.3).

3. CRITÈRE D'ENTROPIEDE TADMOR POUR LES SCHÉMAS SEMI-DISCRETS. —
Introduisons lés

« variables entropiques », qui sont définies comme les éléments de la matrice-colonne
v (w) =dE(w)/dw.

Après le changement de fonction w — v, qui est licite en vertu de la stricte convexité
de l'entropie E, et en posantf (v) =f [w (v)] le système (2.1) devient :

(3.1)

avec des matrices jacobiennes symétriques définies par :

En notant F (v) = F [w (v)], la condition de compatibilité (2.2) devient :

(3.2)

La correction d'entropie que nous proposons est inspirée d'un critère trouvé par
Tadmor [6] pour des schémas conservatifs semi-discrets:
(3.3)

où hj+(i/2) s'identifie à fc;+u/2) en désignant ici par vvJ= wJ(f) la solution approchée en
x =j Ax et au temps t. Dans la définition de CJ, At devient un pas de temps fictif introduit
seulement pour préserver l'homogénéité des formules (Q reste sans dimension).
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Le critère de Tadmor peut s'énoncer sous diverses formes. La forme la mieux adaptée
à notre étude est la suivante : Une condition suffisante (et nécessaire pour les schémas à
troispoints) pour qu'une solution Wj de (3.3) satisfasse une inégalitéd'entropie semi-discrète
de la forme :

(3.4)

est
(3.5)

où v,=v(w.)'.et O*4-/1/71 est une matrice définie par :
(3.6)

(3.7)

(3:8)

Remarque.
—

La matrice a-1Q est appelée « matrice de viscosité numérique » par
Tadmor. Pour un schéma semi-discret, cette matrice caractérise effectivementla viscosité
interne de l'approximation. Pour le schéma complet (2.4), il n'en est pas de même car il
faut tenir compte de la discrétisation temporelle.

4. CONSTRUCTIONDE LA CORRECTION D'ENTROPIE. — On considère maintenant la résolu-
tion numérique d'un problème stationnaire par une méthode instationnaire, c'est-à-dire
que le schéma (2.4) est utilisé ici comme une méthode itérative pour déterminer une
solution stationnaire du système (2.1). Cette situation est particulièrement.fréquenteen
Aérodynamique.

A l'état stationnaire le schéma (2.4) et l'inégalité d'entropie discrète (2.7) se réduisent
à :

(4.1)

(4.2)

DÉFINITION.
— Le schéma (2.4)-(2.5) sera dit «entropique à l'état stationnaire » si les

solutions Wj de (4.1) satisfont une inégalité de la forme (4.2).
En utilisant le travail de Tadmor, on obtient immédiatement le résultat suivant :

THÉORÈME 1.
— Le schéma (2.4)-(2.6) est entropique à l'état stationnaire si (et seulement

si pour un schéma à trois points) le critère de Tadmor (3.5) est satisfait.
Partant d'un schéma (2.4)-(2.6) non nécessairement entropique, on se propose dé

construire un schéma corrigé, entropiqueà l'état stationnaire, associé à la matrice :

(4.3)

où la matrice de correction Q5+(1/2) est telle que :

(4.4)

(4.5)

où q = 8vTQ8w, ÇJ* = 5Î;TQ*8W et qc= 5vTQc8w, x désignant l'ensemble des points j où
Ij+(1I2)— 2/+ (l/2)= 0-

Les conditions (4.4) et (4.5) expriment que la correction n'agit pas où elle n'est pas
nécessaireet, là où elle agit, elle assure la satisfaction du critère de Tadmor (3.5).
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Dans le cas général, on ne sait pas calculer la matrice Q*, de sorte qu'on ne peut la
faire intervenir explicitement dans la correction. Par contre on peut calculer q*.

LEMME :

Ce lemme résulte de (3.6)-(3.8) après une intégration par parties et l'utilisation de la;

relation suivante déduite de la condition de compatibilité (3.2) :

Une matrice de correction adéquate peut être trouvée sous la forme simple :

(4.6)

où I est la matrice unité m x m et aJ+(1/2)eIR.

THÉORÈME2.
—

Soit p = 5vT5w. La correction (4.3), avec la matrice (4.6) et

(a) Vérifie (4.4) et (4.5).
(b) N'augmentepas le nombre de points du schéma.
(c) Est de nature dissipative, c'est-à-dire er.j+i!i2)^0.
(d) Est la moins dissipative des correctionsde la forme (4.3), (4.6) assurant la satisfaction

du critère de Tadmor.

Démonstration.
—

D'après la définition de S et (3.8), on aj5J+(1/2)= (ôwT S 8w)j+(1/2).;;::

(a) Si jeT, il est clair que O;+(1/2) = 0, de sorte que (4.4) est vrai. Si j£x, on M
nécessairement (5w)j+(i/2)7é0. Comme S;+(1/2) est définie positive, on en déduit que:
Pi+am^Q e< donc 4j+nm=clJ+amPj-nim=9j+am-9j+ai2ï> ce qui vérifie (4.5).

(b) La propriété résulte du fait que^+(5/2)etgjV(1/2)ne dépendent que des états Wj et;

(c) La matrice SJ+(1/2) étant positive, on a/?J+(1/2)2:0 et par suite a^+(1/2)^0.
(d) En effet, soit a,-+(,/2)<a,-,.(1/2) pourjéx. On a oeJ.+il/2)/7j+a/2)<^+(1/2)-^+(1/2), ce

qui montre que le schéma associé à la matrice QJ+(1/2)-j-SJ+(1/2)Ine satisfait pas le critère;
de Tadmor.

COROLLAIRE.
— Pour les schémas à trois points, la correction (4.3), (4.6), (4.7) est la:

moins dissipative des corrections de la forme (4.3), (4.6) qui rendent le schéma entropiquea
l'état stationnaire.

5. PROPRIÉTÉS ET APPLICATION DE LA CORRECTION D'ENTROPIE. — On a démontré que la
correction d'entropie (4.3), (4.6) et (4.7) possède les propriétés suivantes :

PROPOSITION 1. — Si le schéma de base est précis au second ordre en espace et en temps^;
il en est de même du schéma corrigé.

PROPOSITION 2. — Si le schéma de base est linéairement stable dans L2 et fournit une
solution stationnaire entropiqueexacte, alors la correctionest inopéranteà l'état stationnaire
(elle préserve donc la solution exacte).

PROPOSITION 3.
— Le domaine de stabilité linéaire du schéma corrigé est celui du schéma

de base.
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La correction d'entropie décrite dans cette Note a été appliquée à des problèmes
stationnairesde Mécanique des fluides compressibles,en prenant comme schéma de base
le schéma implicite centré proposé dans [7], qui n'est pas entropique. En partant d'un
écoulement unidimerisionnel stationnaire constitué d'un choc, d'une discontinuité dé
détente (non physique) et d'un autre choc, le schéma corrigé conduit à une solution
stationnaire entropique qui se trouve être la solution exacte (une seule discontinuité de
type çnoc sans structure numérique).

La correction d'entropie a été étendue au cas multidirnensionnel pour traiter des
problèmes d'Aérodynamiquehypersonique. Rappelons que le schéma implicite de base
avait été appliqué avec succès à des problèmes transsoniques stationnairessans recours à
une viscosité artificielle ou un décentrement [8]. Toutefois, sa robustesse s'est révélée
insuffisante pour calculer sans correction des écoulements dont le nombre de Mach est
supérieur à 3 ou 4. Cette difficulté a été surmontée à l'aide de la présente correction
d'entropie. Des écoulements à grand nombre de Mach autour d'un corps émoussé ont
pu ainsi être calculés :avec des chocs intenses dont l'étalement numérique n'excède pas
une à deux mailles.

Note remise le 19 décembre 1988, acceptée le 31 janvier 1989.
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